TP 8 - Résolution de problemes linéaires

Les matrices

Pour écrire des matrices sur Maple, on peut utiliser la commande array. Par exemple

> v:i=array(1.8) :forito8dov|i| := i*2od: print(v);
> 4 :=array(1.2,1.2) 1 A[1,1] := cos(x) : A[1,2] ;== sin(x) - 4[2,1] :=—A4[1,2] : A[2.2] := 4[1. 1] : print(4):

Un array est un objet structuré sur lequel on peut faire opérer par exemple map.

> map(diff. 4. x);

Mais dans Maple, il existe une bibliotheque spécialisée: LinearAlgebra qui inteégre un large éventail de com-
mandes et fonctions pour l'exécution de calculs d’algebre linéaire. Pour charger cette bibliothéque on tape:

> with(Lineardlgebra) . Pour obtenir une matrice grace a LinearAlgebra, on utilise la commande Matriz
sous la forme suivante:

> A = Matrix(3.3.[5.—1.0,0.1.9. 4, 6,3]):
> B := Matrix(3.3.[[9.3.—6].[3.2.0].[9.8.7]]):

Exercice Calculer alors AB — BA et A® + B°.
La matrice identité de taille n est donnée par IdentityMatriz(n). Vérifier que c’est bien la matrice identité.
On pose

1 -11 7 0 0

-7 =6 0 0 0 1 12 2 1
M=1o 1 1 < P51 o) C‘<45 4 5)'

2 1 6 3 -1 -1

Calculer MB,CM,BC,CB, M + BC.

Le déterminant d’une matrice carrée M est noté det(M), et se calcule avec la fonction Determinant. On
rappelle qu'une matrice carrée A est inversible si et seulement s’il existe une matrice B telle que AB = BA =
Id. Un critere pour identifier si une matrice est inversible est de calculer son déterminant : A est inversible
si et seulement si det(A) # 0.

Exercice Calculer la matrice inverse de M (avec la fonction MatrizInverse) ainsi que son déterminant.
Calculer le déterminant et si possible I'inverse de la matrice

12 3 4 5
6 7 7 7 6
A=11 1 1 1 1
3 2 1 2 3
1 -1 -1 -1 -1
La matrice de Vandermonde V' (a) associé & un vecteur a = (ay,...,a,) est définie par
1 a & ... ... at
1 ay a2 ... ... a7t
V(a) = 2 2
1 a, a2 ... ... a?!
Elle se calcule avec la commande VandermondeMatriz([as, ..., ay]).

Exercice Calculer le déterminant de Vandermonde associé au vecteur (¢, u,v,w), puis le factoriser.



Les systemes d’équations linéaires

Pour résoudre un systeme d’équations linéaires, on peut utiliser la commande LinearSolve. Pour rentrer les
équations correspondantes au systeme AX = b, on introduit d’abord A et b puis on résout le systéme par:

> A= Matrix(3,4.0,2,1,—2.3,5.—5,1,2.4,—2.2]): b := Vector(| —2. 1, 2|): LinearSole(A. b):
On peut également entrer directement le systeme en faisant

> egns = {x+y+2:=93 x—2:y=6,4-x+7-y=0};

On retrouve la matrice et le vecteur associés a ce systeme en faisant
> A, b = GenerateMatrix(egns, [x. y, z]);

]

Réciproquement, on retrouve les équations en faisant

> GenerateEquations(A, [x,y, z]. b)

Exercice Pour chacun des systémes suivants, trouver les matrices associées puis les résoudre.

211 4y + 3x3 — 4dxy 11z = 28
—T1 —+ 2.’E2 — I3 + 21’4 + 5%5 = — 1
— 3x3 + x4 + 6xy = -10
3rv1, — 6x9 4+ 10x3 — 8xry — 8z = 61.
2¢ + 2y + =z 1
z + y + 3z = 2
r — y + 2z = 3.

La méthode du pivot de Gauss est une méthode cruciale en algebre linéaire. Elle consiste a réduire la ma-
trice du systeéme en une forme échelonnée via des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Maple
permet d’appliquer cette méthode via la commande GaussianElimination. Si on veut une forme échelonnée
réduite, c’est a dire qui ne comporte que des 1 sur la diagonale, on utilise ReducedRowEchelonForm. Réduire

une matrice déja vue en utilisant GaussianFElimination et comparer le résultat obtenu avec la réduction a la
main.

Exercice Résoudre les systemes suivants et trouver les formes échelonnées.

r + vy — z = 1 T - Yy — =z 1
20 — y + Tz = 8 T + 2z = 2
B . T + x3 4+ x4 205 = 1
{fx — 2y i 322 _ ;l 2r1 + w2 + 313 — Ty + w5 =
Y a 3v1 — 292 + 4dx3 + x4 + x5 = 1.

Une application a ’interpolation

Soit le polynome P(z) = az® +ba? +cx +d tel que P(1) =2, P(2) = 3, P(3) = —1 et P(4) = 1. Construire le
systeme dont a, b, ¢, d sont les inconnues. Trouver alors les solutions de ce systéme et en déduire une méthode
d’interpolation par un polynéme de la fonction h(z) = ﬁ sur lintervalle [—5, 5].



